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�� ObjetivoObjetivo: Describir la variable aleatoria Y, con soporte : Describir la variable aleatoria Y, con soporte YYYYYYYY , en las , en las 

condiciones de observacicondiciones de observacióón n XX a trava travéés de la funcis de la funcióón de n de 

probabilidad probabilidad condicionalcondicional P( Y |P( Y | XX,, θθ ). ). 

�� La distribuciLa distribucióón se considera totalmente conocida, excepto por n se considera totalmente conocida, excepto por 

valor del parvalor del paráámetro metro fijo,fijo, de dimenside dimensióón finita,n finita, θθ. . 

�� Se cuenta con una colecciSe cuenta con una coleccióón de observaciones n de observaciones 

( ( YYii, , XXii );  );  i = 1, 2,i = 1, 2,……, n , n 

FormulaciFormulacióón del modelon del modelo



�� Las variables Las variables YYii ;  ;  i = 1, 2,i = 1, 2,……, n,, n, son condicionalmente son condicionalmente 

independientes, dados  independientes, dados  θθ y  y  XXii ;  ;  i = 1, 2,i = 1, 2,……, n, n..

�� Antes de los datos ( Antes de los datos ( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)) ), la informaci), la informacióón sobre n sobre θθ se se 

describe con la probabilidad inicial  ( describe con la probabilidad inicial  ( a priori a priori )  P( )  P( θθ ).).

�� Las observaciones  ( Las observaciones  ( YYii, , XXii );  );  i = 1, 2,i = 1, 2,……, n, n,  son tales que: ,  son tales que: 

P( P( YY(n(n××11)) l l XX(n(n××kk)), , θθ ) = ) = ΠΠ P( P( YYii,  ,  l l XXii, , θθ ))

FormulaciFormulacióón del modelon del modelo



AnAnáálisis Bayesianolisis Bayesiano

�� Desde la perspectiva Bayesiana, sabemos que el fenDesde la perspectiva Bayesiana, sabemos que el fenóómeno meno 

bajo estudio se aborda con el bajo estudio se aborda con el modelo conjunto modelo conjunto 

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) ) 

que describe la informacique describe la informacióón disponible, tanto sobre los datos n disponible, tanto sobre los datos 

YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)) como sobre el parcomo sobre el paráámetro metro θθ. . 

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , θθ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ,, θθ ))

�� Este modelo se puede representar como:Este modelo se puede representar como: X
(n×k) es como otro parámetro!



AnAnáálisis Bayesianolisis Bayesiano

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , θθ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ,, θθ ))

�� AsAsíí, permite describir a Y, a partir de , permite describir a Y, a partir de covariablescovariables y pary paráámetros.metros.

�� Otra Otra factorizacifactorizacióónn produce:produce:

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)) ll θθ ) P( ) P( θθ ))

de donde es claro que de donde es claro que θθ representa los parrepresenta los paráámetros de la metros de la 

distribucidistribucióón n conjunta conjunta de de YY(n(n××11)) y  y  XX(n(n××kk))..



AnAnáálisis Bayesianolisis Bayesiano

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , θθ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ,, θθ ))

= P( = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ,, θθ ))

�� Pero, ademPero, ademáás,s,

θθtt = ( = ( φφ ,, γγ ))

P( P( XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( XX(n(n××kk)) ll θθ ) P( ) P( θθ ))

= P( = P( XX(n(n××kk)) ll γγ ) P( ) P( φφ, , γγ ))

�� Entonces, si  Entonces, si  θθtt = ( = ( φφ,, γγ )) donde donde φφ es el pares el paráámetro de la distribucimetro de la distribucióón n 

condicional de Y, mientras condicional de Y, mientras γγ es el pares el paráámetro de la distribucimetro de la distribucióón n 

marginal de X, se tienemarginal de X, se tiene



AnAnáálisis Bayesianolisis Bayesiano

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ll γγ ) P( ) P( φφ, , γγ ))

�� En resumen, se obtiene:En resumen, se obtiene:

�� Bajo condiciones generales es razonable suponer que los Bajo condiciones generales es razonable suponer que los 

parparáámetros   metros   φφ y  y  γγ son independientes y entonces,son independientes y entonces,

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = P( ) = P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( XX(n(n××kk)) ll γγ ) P( ) P( γγ ) ) P( P( φφ ))

= = (( P( P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( φφ ) ) ) ) ×× ( ( P( P( XX(n(n××kk)) ll γγ ) P( ) P( γγ ) ) ))



AnAnáálisis Bayesianolisis Bayesiano

P( P( YY(n(n××11)), , XX(n(n××kk)), , θθ ) = ) = (( P( P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( φφ ) ) ) ) ×× ( ( P( P( XX(n(n××kk)) ll γγ ) P( ) P( γγ ) ) ))

�� Con esta estructura es claro que si el objetivo original es descCon esta estructura es claro que si el objetivo original es describir a ribir a 

Y, entonces el anY, entonces el anáálisis se puede concentrar en el primer factor y las lisis se puede concentrar en el primer factor y las 

covariablescovariables se pueden considerar fijas.se pueden considerar fijas.

�� AsAsíí el objeto de estudio es simplemente,el objeto de estudio es simplemente,

P( P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) P( ) P( φφ ) ) 



El modelo Normal LinealEl modelo Normal Lineal

�� La versiLa versióón mn máás popular de este modelo es la de Regresis popular de este modelo es la de Regresióón n 

Lineal Normal.Lineal Normal.

P( P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) = N(  ) = N(  YY ll XXββ, , ττ II ))

φφtt = ( = ( ββ ,, ττ ))

P( P( YY(n(n××11)) ll XX(n(n××kk)), , φφ ) = (2) = (2ππ//ττ))--n/2n/2 expexp[-- ((ττ/2/2) () (YY -- XXββ))tt ((ττ I)I) ((YY -- XXββ) ) ]]

Normal Multivariada en ℜn



�� Para efectos del anPara efectos del anáálisis Bayesiano, una posibilidad es utilizar lisis Bayesiano, una posibilidad es utilizar 

una inicial una inicial conjugadaconjugada..

P( P( φφ ) = P ( ) = P ( ββ ,, ττ ))

= P ( = P ( ββ ll ττ )) P (P ( ττ ))

P( P( ββ ll ττ ) = N(  ) = N(  ββ ll bb, , ττ QQ ))

P( P( ττ ) = Gamma(  ) = Gamma(  ττ ll αα, , νν ))

concon

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



P ( P ( ββ ,, ττ ) ) = P ( = P ( ββ ll ττ )) P (P ( ττ ))

=  Normal (=  Normal (ββ ll bb, , ττ QQ )) Gamma (Gamma ( ττ ll αα, , νν ))

P( P( ββ ll ττ ) = N(  ) = N(  ββ ll bb, , ττ QQ ))

P( P( ττ ) = Gamma(  ) = Gamma(  ττ ll αα, , νν ))

P ( P ( ββ ,, ττ ) ) es una Normales una Normal--Gamma ( Gamma ( ββ, , ττ ll bb, , Q, Q, αα, , νν ))

Normal Multivariada en ℜ
k

Q matriz de precisión

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



�� La NormalLa Normal--Gamma Gamma eses conjugada para este modelo.conjugada para este modelo.

�� P ( P ( ββ ,, ττ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  =  )  =  NormalNormal--Gamma ( Gamma ( ββ, , ττ ll bbDD, , QQDD, , ααDD, , ννDD ))

( ( bb, , Q, Q, αα, , νν )  )  →→ (( bbDD, , QQDD, , ααDD, , ννDD ))

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



�� Si Si XX(n(n××kk)) es de rango completo k es de rango completo k ≤≤ nn, entonces , entonces XX
tt
XX es es kk××kk de de 

rango completo y existerango completo y existe

ββ = (= (XX
tt
XX ))

--11
XX

tt
YY ,     ,     el estimador deel estimador de MCO  de MCO  de ββ.

〈

�� TambiTambiéén se puede calcular la Suma de Cuadrados de los Erroresn se puede calcular la Suma de Cuadrados de los Errores

SCE = ( Y SCE = ( Y –– XXββ ))
tt
( Y ( Y –– XXββ ))
〈 〈

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



�� Con estos elementos, Con estos elementos, 

( ( bb, , Q, Q, αα, , νν )  )  →→ (( bbDD, , QQDD, , ααDD, , ννDD ))

�� Donde Donde 

�� bbDD =  Q=  Q--11 ((((XX
tt
XX ))ββ +  +  QQbb ))

〈

�� QQDD =  =  (( XX
tt
XX + Q + Q ))

�� ααDD = = αα + + n / 2n / 2

ννDD =   =   νν +       +       ( ( bb -- bbDD ))
tt
QQbb +      ( +      ( YY + + XXbbDD ))

tt
YY

11

22

11

22��

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



�� En particular,En particular, P ( P ( ττ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  =  )  =  Gamma ( Gamma ( ττ ll ααDD, , ννDD ))

ααDD = = αα + + n / 2n / 2

ννDD = = νν +        +        ( ( bb -- bbDD ))
tt
QQbb +      ( +      ( YY + + XXbbDD ))

tt
YY

11

22

11

22

concon

�� TambiTambiéén,n, P ( P ( ββ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  =  Student )  =  Student ( ( ββ ll bbDD, , QQDDααDD // ννDD, , 22ααDD ))

QQDD =  =  (( XX
tt
XX + Q + Q ))

concon

bbDD =  Q=  Q--11 ((((XX
tt
XX ))ββ +  +  QQbb ))

〈
DD

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



�� El tema de pronEl tema de pronóósticos se puede abordar con relativa facilidad.sticos se puede abordar con relativa facilidad.

�� Si interesa producir Si interesa producir rr pronpronóósticos simultsticos simultááneos neos yy11, , yy22,,……, , yyrr ..

�� Si Si yyii se ha de observar en condiciones  se ha de observar en condiciones  xxii ; ; i = 1,i = 1,……, r., r.

Entonces, siEntonces, si

�� yy es el vector de los  es el vector de los  rr valores a pronosticarvalores a pronosticar,,

�� XX es la matriz (es la matriz (rr ×× k)k) de valores de las de valores de las covariablescovariables,,

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



P(P(yy ll XX)), , φφ ) = N( ) = N( yy ll XX ββ, , ττ II ))

Normal Multivariada en ℜr

�� Dados Dados XX ,  ,  ββ y  y  τ,τ, este modelo tambieste modelo tambiéén se puede formular comon se puede formular como

yy == XX ββ +  +  εε

donde  donde  εε ~ ~ N( N( εε ll 00, , ττ II ).).

Normal Multivariada en ℜr

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



P(P(yy ll XX, , ττ ) = N) = N(( y y ll XX bbDD, , ττ ((XXtt ((XX
tt
XX + Q+ Q))--11XX +  +  II ))--11 ))

�� AsAsíí que si, a posteriori, se remueve el condicionamiento en que si, a posteriori, se remueve el condicionamiento en ββ ( y s( y sóólo lo 

se condiciona en se condiciona en ττ ), ), yy resulta una combinaciresulta una combinacióón lineal de vectores n lineal de vectores 

Normales independientes y,Normales independientes y,

a posteriori.a posteriori.

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



P(P(yy ll XX ) = ) = StuStu(( yy ll XX bbDD,  (,  (II -- XXtt
(X(X

tt
XX + + XXttXX + Q)+ Q)--11XX +  +  II ))

--11
((ααDD / / ννDD), ), 22ααDD ))

�� Si esta predictiva posterior ( condicional en Si esta predictiva posterior ( condicional en ττ ) se multiplica por la ) se multiplica por la 

distribucidistribucióón marginal ( a posteriori tambin marginal ( a posteriori tambiéén ) para n ) para ττ (que es una (que es una 

Gamma) no es difGamma) no es difíícil verificar quecil verificar que

a posteriori.a posteriori.

AnAnáálisis Conjugadolisis Conjugado



Iniciales mIniciales míínimo informativasnimo informativas

�� Es interesante observar los resultados que se producen si se Es interesante observar los resultados que se producen si se 

consideran distribuciones iniciales mconsideran distribuciones iniciales míínimo informativas o de nimo informativas o de 

referencia, en particular si se utilizan iniciales conjugadas mreferencia, en particular si se utilizan iniciales conjugadas míínimo nimo 

informativas, informativas, 

�� P ( P ( ββ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  =  Student )  =  Student ( ( ββ ll bbDD, , QQDDααDD // ννDD, , 22ααDD ))

QQDD =  =  (( XX
tt
XX + Q + Q ))

bbDD =  Q=  Q--11 ((((XX
tt
XX ))ββ +  +  QQbb ))

〈

DD

→→

→→

XX
tt
XX ( si   Q ( si   Q →→ 0 )0 )

ββ ( ( sisi Q, b Q, b →→ 0 )0 )

〈



→→

→→

�� P ( P ( ττ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  =  )  =  Gamma ( Gamma ( ττ ll ααDD, , ννDD ))

ννDD = = νν +        +        ( ( bb -- bbDD ))
tt
QQbb +      ( +      ( YY + + XXbbDD ))

tt
YY

11

22

11

22

ααDD

ννDD

n / 2            n / 2            (si(si αα →→ 0  )0  )

SCESCE / 2      / 2      (si(si α, να, ν →→ 0  )0  )

ααDD = = αα + + n / 2n / 2

Iniciales mIniciales míínimo informativasnimo informativas



�� En resumen, En resumen, 

�� P ( P ( ββ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) )  )  →→ Student Student ( ( ββ ll ββ, (, (XX
tt
XX) ) ττ, , nn ))

〈 〈

�� P ( P ( ττ ll YY(n(n××11)) XX(n(n××kk)) ) ) →→ Gamma ( Gamma ( τ τ ll n / 2n / 2, SCE , SCE / 2/ 2 ))

Iniciales mIniciales míínimo informativasnimo informativas



�� Para la predictiva,Para la predictiva,

P(P(yy ll XX )   )   == StuStu(( yy ll XX bbDD,  (,  (II -- XXtt
(X(X

tt
XX + + XXttXX ))

--11XX +  +  II ))
--11

((ααDD / / ννDD), ), 22ααDD ))

→→ StuStu(( yy ll XX ββ,  (,  (II -- XXtt
(X(X

tt
XX + + XXttXX ))

--11XX +  +  II ))
--11τ,τ, n n ))

〈 〈

Iniciales mIniciales míínimo informativasnimo informativas



�� Ejemplo (Ejemplo (KoopKoop, 2003), 2003). . 

yyii == xxii ββ +  +  εεii i i = 1,.., 50= 1,.., 50

�� εεii ~ ~ N( N( εε ll 00, , ττ );  );  i i = 1,.., 50;= 1,.., 50; independientesindependientes

�� ββ = 2, = 2, ττ =1=1

P( P( ββ ll ττ ) = N(  ) = N(  ββ ll 1.5, 1.5, ττ 0.250.25 ))

P( P( ττ ) = Gamma(  ) = Gamma(  ττ ll 5, 5 )5, 5 )

IlustraciIlustracióónn



�� El caso de El caso de ββ. . 

IlustraciIlustracióónn
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�� Toda la informaciToda la informacióón que los datos proveen sobre el modelo n que los datos proveen sobre el modelo 

(combinada con la informaci(combinada con la informacióón inicial) queda capturada en las n inicial) queda capturada en las 

distribuciones finales distribuciones finales 

�� P( P( ββ | | YY, , XX )         )         parapara los los coeficientescoeficientes

�� P( P( ττ | | YY, , XX )         )         parapara la la precisiprecisióónn

�� P( P( yy | | XX, , YY, X, X )     )     predictivapredictiva



�� Cualquier afirmaciCualquier afirmacióón sobre la estructura del modelo se puede n sobre la estructura del modelo se puede 

verificar a partir de las distribuciones finales.verificar a partir de las distribuciones finales.

�� ββ33 > 0> 0

�� ββ44 =  =  ββ77

�� ββ66 / / ββ2 2 < 3< 3

�� ττ > 1> 1

�� ββ44 /  /  ττ ∈∈ [  3, 7  ][  3, 7  ]

�� Si Si xx = 4  = 4  ⇒⇒ yy > 9> 9

ComentariosComentarios
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�� Cualquier inferencia se puede plantear como un problema de Cualquier inferencia se puede plantear como un problema de 

decisidecisióón e involucra una funcin e involucra una funcióón de pn de péérdida y un mecanismo  rdida y un mecanismo  

evaluacievaluacióón (Pn (Péérdida Esperada Mrdida Esperada Míínima) que permite discriminar nima) que permite discriminar 

entre inferencias alternativas.entre inferencias alternativas.

�� Existen procedimientos formales para la estimaciExisten procedimientos formales para la estimacióón puntual, la n puntual, la 

estimaciestimacióón por regiones, la produccin por regiones, la produccióón de pronn de pronóósticos y, por sticos y, por 

supuesto para el contraste de hipsupuesto para el contraste de hipóótesis.tesis.

�� El contraste de hipEl contraste de hipóótesis se puede enfrentar como un caso tesis se puede enfrentar como un caso 

particular del mparticular del máás general problema de seleccis general problema de seleccióón de modelos. n de modelos. 



ComentariosComentarios

�� La idea general aplica de la misma forma para modelos con La idea general aplica de la misma forma para modelos con 

estructuras mestructuras máás complejas  (s complejas  (heteroscedasticidadheteroscedasticidad y y autocorrelaciautocorrelacióónn, , 

por ejemplo). por ejemplo). 

�� Lo que ocurre en la prLo que ocurre en la prááctica es que esas estructuras implican mctica es que esas estructuras implican máás s 

parparáámetros en el modelo y una verosimilitud mmetros en el modelo y una verosimilitud máás compleja. En s compleja. En 

cualquier caso, se debe asignar una distribucicualquier caso, se debe asignar una distribucióón inicial conjunta a n inicial conjunta a 

todos los partodos los paráámetros desconocidos.metros desconocidos.

�� En muchos de estos casos la distribuciEn muchos de estos casos la distribucióón inicial tambin inicial tambiéén es n es 

compleja y, en consecuencia, la posteriori puede presentar compleja y, en consecuencia, la posteriori puede presentar 

dificultades de tratamiento analdificultades de tratamiento analíítico.tico.



ComentariosComentarios

�� Aun si el modelo se mantiene simple, la especificaciAun si el modelo se mantiene simple, la especificacióón de una inicial n de una inicial 

que puede ser rica en informacique puede ser rica en informacióón a priori pero con una estructura n a priori pero con una estructura 

no conjugada, puede conducir a una final analno conjugada, puede conducir a una final analííticamente intratable.ticamente intratable.

�� Lo mismo pude ocurrir si una inicial Lo mismo pude ocurrir si una inicial simplesimple se combina con una se combina con una 

verosimilitud que ocurre en la prverosimilitud que ocurre en la prááctica es que esas estructuras ctica es que esas estructuras 

implican mimplican máás pars paráámetros en el modelo y una verosimilitud mmetros en el modelo y una verosimilitud máás s 

compleja. En cualquier caso, se debe asignar una distribucicompleja. En cualquier caso, se debe asignar una distribucióón inicial n inicial 

conjunta a todos los parconjunta a todos los paráámetros desconocidos.metros desconocidos.



ComentariosComentarios

�� En muchos de estos casos la distribuciEn muchos de estos casos la distribucióón inicial tambin inicial tambiéén que ser n que ser 

mas compleja para reflejar la informacimas compleja para reflejar la informacióón disponible sobre el n disponible sobre el 

fenfenóómeno y, como consecuencia, la posteriori presenta dificultades meno y, como consecuencia, la posteriori presenta dificultades 

de tratamiento analde tratamiento analíítico.tico.

�� Un caso interesante es el de los modelos lineales con Un caso interesante es el de los modelos lineales con errores errores 

StudentStudent.. Estos modelos se han utilizado para producir versiones Estos modelos se han utilizado para producir versiones 

robustas de los modelos Normales que permitan incorporar robustas de los modelos Normales que permitan incorporar 

observaciones con valores atobservaciones con valores atíípicos. picos. 



ComentariosComentarios

�� Cuando se utilizan distribuciones mCuando se utilizan distribuciones míínimo informativas, la distribucinimo informativas, la distribucióón n 

final de los coeficientes preserva la mayor parte de la estructufinal de los coeficientes preserva la mayor parte de la estructura del ra del 

caso Normal y la sobre dispersicaso Normal y la sobre dispersióón se captura en la distribucin se captura en la distribucióón final n final 

de la preciside la precisióón. n. 

�� Este tipo de modelos se han generalizado para incluir los casos Este tipo de modelos se han generalizado para incluir los casos de de 

distribuciones esfdistribuciones esfééricas y elricas y elíípticas, en general.pticas, en general.



ComentariosComentarios

�� Los casos de distribuciones intratables analLos casos de distribuciones intratables analííticamente, se ha ticamente, se ha 

resuelto con algoritmos de simulaciresuelto con algoritmos de simulacióón. n. 

�� La idea es simular muestras arbitrariamente grandes de la La idea es simular muestras arbitrariamente grandes de la 

distribucidistribucióón final de intern final de interéés y aproximar el cs y aproximar el cáálculo que originalmente lculo que originalmente 

debdebíía ser anala ser analíítico con evaluaciones numtico con evaluaciones numééricas a partir de las ricas a partir de las 

muestras.muestras.

�� La familia mLa familia máás popular de algoritmos de este tipo se conoce como s popular de algoritmos de este tipo se conoce como 

MCMC (MCMC (MarkovMarkov ChainChain Monte Carlo) e incluye una variedad Monte Carlo) e incluye una variedad 

mecanismos para simular Cadenas de mecanismos para simular Cadenas de MarkovMarkov cuyas distribuciones cuyas distribuciones 

estacionarias son las distribuciones finales de interestacionarias son las distribuciones finales de interéés.s.
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